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جبرخطی عددی

به نام او، به یاد او، برای او

خطیمربعاتمساله کمترین 



𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯ 𝑎1𝑛
⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

=

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

دستگاه معادلات خطی

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

:مجهولnمعادله وmدستگاه معادلات خطی با 

:مجهولnمعادله وmشکل ماتریسی دستگاه معادلات خطی با 

𝐴𝑥 = 𝑏

𝐴 𝑥 𝑏

𝑚اگر ( الف = 𝑛 همواره معین، دستگاه را(Everdetermined )نامند.

:نکتهچند

𝑚اگر ( ب < 𝑛 فرو معین ، دستگاه را(Underdetermined )نامند.

𝑚اگر ( ج > 𝑛 فرا معین ، دستگاه را(Overdetermined )گویند.



دستگاه معادلات خطی

سازگاردستگاه ناسازگاردستگاه

بفردمنحصرجواب جواببیشمار

Ax=b

جواببدون



۵)ثانیه۱۲تا۵زمانیبازهازمختلفنقطهسهدرراراکتیکبالایبهروسرعتزیر،جدول:تمرین ≤ 𝑡 ≤ نشان(۱۲
𝑣ایچندجملهازاستفادهباسرعتداده.دهدمی 𝑡 = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐استشدهزدهتقریب.

Time, t (s) Velocity, v((m/s)

5 106.8

8 177.2

12 279.2

.را محاسبه نمود𝑐و 𝑎 ،𝑏ضرایبدستگاه معادله ای بنویسید که با حل آن بتوان 

𝑣ایجملهچند:حل 𝑡 = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐نقطهسهازباید𝑡1,𝑣1،𝑡2,𝑣2و𝑡3,𝑣3باکهکندعبور
:جدولهایدادهبهتوجه

𝑡1 = 5, 𝑣1 = 106.8

𝑡2 = 8, 𝑣2 = 177.2

𝑡3 = 12, 𝑣3 = 279.2

لذا،
𝑣 𝑡1 = 𝑎𝑡1

2 + 𝑏𝑡1 + 𝑐

𝑣 𝑡2 = 𝑎𝑡2
2 + 𝑏𝑡2 + 𝑐

𝑣 𝑡3 = 𝑎𝑡3
2 + 𝑏𝑡3 + 𝑐

25𝑎 + 5𝑏 + 𝑐 = 106.8

64𝑎 + 8𝑏 + 𝑐 = 177.2

144𝑎 + 12𝑏 + 𝑐 = 279.2

25 5 1
64 8 1
144 12 1

𝑎
𝑏
𝑐

=
106.8
177.2
279.2

دستگاه معادلات خطی



خطیمعادلاتدستگاه 

𝐴ماتریسبودنمفروضبا❖ ∈ ℝ𝑚×𝑛بردارو𝑏 ∈ ℝ𝑛،دستگاهآیا𝐴𝑥 = 𝑏استجوابدارایهمیشه.

؟یکتاستجواباینآیاجواب،وجودصورتدر❖

.کردمحاسبهراجواباینتوانمیچگونه❖



خطیمربعاتبیان مساله کمترین 

𝐴ماتریسبودن مفروضبا  ∈ ℝ𝑚×𝑛و بردار𝑏 ∈ ℝ𝑛 یافتن خطی مربعات، هدف از مساله کمترین

𝑥برداری نظیر  ∈ ℝ𝑛 است به طوری که تابع𝑟(𝑥) = 𝐴𝑥 − 𝑏 .شودکمینه 2

ی که داشته باشد، به جوابچوابخطی بیش از یک مربعاتدر صورتی که مساله کمترین 

.گویندجواب طول کمینه یا جواب نرم کمینه کمینه است، اقلیدسیدارای نرم 

خطی دارای مقدار کمینه برای تابعمربعاتمساله کمترین آن، ازایبه برداری که به 

𝑟(𝑥) = 𝐴𝑥 − 𝑏 .گویندمربعاتجواب کمترین است، 2



جواب نرم کمینه برای دستگاه فرومعین با رتبه کامل
(بااستفاده از معادلات نرمال)

𝑥گاهآنباشد،کاملرتبهاز𝐴ماتریساگر:(فرومعیندستگاهیکبرایجوابیکتاییووجود)قضیه = 𝐴𝑇 𝐴𝐴𝑇 −1𝑏جواب

𝐴𝑥فرومعیندستگاهازکمینهنرم = 𝑏است.
Numerical):اثبات Linear Algebra and Applications, Biswa Nath Datta, 1995.)

نرمالمعادلاتبا رتبه کامل با استفاده از فرومعینمحاسبه جواب نرم کمینه برای مساله الگوریتم

𝐴𝐴𝑇𝑦دستگاهحل:1گام = 𝑏

:کمینهنرمجوابمحاسبه:2گام

𝑥 = 𝐴𝑇𝑦

:مثال

𝐴 =
1 2 3
2 3 4

𝑏 =
6
9

:1گام

𝐴𝐴𝑇 =
14 20
20 29

𝐴𝐴𝑇𝑦=𝑏
𝑦 =

−1
1

:2گام 

𝑥 = 𝐴𝑇𝑦 =
1
1
1



جواب نرم کمینه برای مساله فرو معین با رتبه کامل
(QRبا استفاده از تجزیه )

QRمحاسبه جواب نرم کمینه برای مساله فرومعین با رتبه کامل با استفاده از تجزیه الگوریتم

𝐴𝑇تجزیهمحاسبه:1گام = 𝑄𝑅

𝐴𝑇 = 𝑄
𝑅1
𝟎

,

:𝑄ماتریسافراز:2گام
𝑄 = 𝑄1, 𝑄2

:مثلثیپاییندستگاهحل:3گام
𝑅1

𝑇𝑦𝑅=b
:کمینهنرمجوابمحاسبه:4گام

𝑥 = 𝑄1𝑦𝑅

𝐴𝑥دستگاهکمینهنرمجواب:تمرین = 𝑏تجزیهازاستفادهبارا𝐴𝑇 = 𝑄𝑅کنیدمحاسبه.

𝐴 =
1 2 3
2 3 4

𝑏 =
6
9

𝐴کنیدفرض:(مستطیلیماتریس)QRتجزیهقضیه ∈ ℝ𝑚×𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشدسطریکاملرتبهماتریسیک𝑄
∈ ℝ𝑛×𝑛مثلثیبالاماتریسو𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑚کهطوریبهدارندوجود

𝐴𝑇 = 𝑄𝑅, 𝑄 = 𝑄1, 𝑄2 , 𝑅 =
𝑅1
𝟎

𝑅1آن،درکه ∈ ℝ
𝑚×𝑚،𝑄1 ∈ ℝ

𝑛×𝑚و𝑄2 ∈ ℝ𝑛× 𝑛−𝑚.

𝐴𝑇 = 𝑄
𝑅1
𝟎

⇒ 𝑅1
𝑇𝑄1

𝑇x=b

⇒ c A =
𝑅1
𝟎

𝑇

𝑸𝑇 = 𝑅1
𝑇, 𝟎𝑇 𝑸𝑇 𝐴𝑥=𝑏

𝑅1
𝑇 , 𝟎𝑇 𝑸𝑇𝑥 = 𝑏

𝑄= 𝑄1,𝑄2
𝑅1

𝑇 , 𝟎𝑇
𝑄1

𝑇

𝑄2
𝑇 x=b 



𝑥بردار:لم ∈ ℝ𝑛،معینفرادستگاهمربعاتکمترینجوابیک𝐴𝑥 = 𝑏اگرفقطواگراست𝑥معادلاتدستگاهجواب𝐴𝑇𝐴𝑥 = 𝐴𝑇𝑏باشد.

Numerical):اثبات Linear Algebra and Applications, Biswa Nath Datta, 1995.)

𝐴𝑇𝐴𝑥معادلاتدستگاه  = 𝐴𝑇𝑏 نرمال گویندمعادلاترا.

منحصربفردجواباین.داردوجودخطیمربعاتکمترینمسالهبرایجوابیکهمواره:(فرامعیندستگاهیکبرایجوابیکتاییووجود)قضیه
جواببیشماردارایخطیمربعاتکمترینمسالهباشد،ناقصرتبهاز𝐴ماتریسکهصورتیدر.باشدکاملرتبهاز𝐴ماتریساگرفقطواگراست
.است

Numerical):اثبات Linear Algebra and Applications, Biswa Nath Datta, 1995.)

جواب نرم کمینه برای دستگاه فرامعین با رتبه کامل
(بااستفاده از معادلات نرمال)

𝐴ماتریس:تمرین =
1 2
2 3
3 4

𝑏بردارو =
3
5
9

𝐴𝑥دستگاهمربعاتکمترینجواب،مفروضند = 𝑏ازاستفادهبارا

.کنیدمحاسبهنرمالمعادلات



جواب نرم کمینه برای دستگاه فرامعین با رتبه کامل
(QRبا استفاده از تجزیه )

𝐴کنیدفرض:(مستطیلیماتریس)QRتجزیهقضیه ∈ ℝ𝑚×𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشدکاملرتبهماتریسیک𝑄
∈ ℝ𝑚×𝑚مثلثیبالاماتریسو𝑅 ∈ ℝ𝑚×𝑛کهطوریبهدارندوجود

𝐴 = 𝑄𝑅, 𝑄 = 𝑄1, 𝑄2 , 𝑅 =
𝑅1
𝟎

𝑅1آن،درکه ∈ ℝ
𝑛×𝑛،𝑄1 ∈ ℝ

𝑚×𝑛و𝑄2 ∈ ℝ𝑚× 𝑚−𝑛.

QRرتبه کامل با استفاده از تجزیه با فرامعینمحاسبه جواب نرم کمینه برای مساله الگوریتم

𝐴تجزیهمحاسبه:1گام = 𝑄𝑅

𝐴 = 𝑄
𝑅1
𝟎

,

:𝑄𝑇𝑏حاسبهم:2گام
𝑐
𝑑

∶= 𝑄𝑇𝑏 =
𝑄1

𝑇

𝑄2
𝑇 b

:مثلثیپاییندستگاهحل:3گام
𝑅1𝑥 = 𝑐

:کمینهباقیماندهمحاسبه:4گام
𝑟(𝑥) 2 = 𝑑 2

A=𝑄
𝑅1
𝟎

, 𝑄= 𝑄1,𝑄2

𝑟(𝑥) 2 ∶= 𝐴𝑥 − 𝑏 2
2 = 𝑸𝑇𝐴𝑥 − 𝑸𝑇𝑏 2

2 𝑟(𝑥) 2 =
𝑅1
𝟎

x−
𝑄1

𝑇

𝑄2
𝑇 b

2

2

+ 𝑑 2
2

𝑟(𝑥) 2 = 𝑅1𝑥 − 𝑐 2
2 + 𝑑 2

2𝑐∶=𝑄1
𝑇𝑏, 𝑑∶=𝑄2

𝑇𝑏

𝑅1𝑥کهکنیمانتخابطوریرا𝑥اگر = 𝑐،گاهآن𝑟(𝑥) 2 ∶= 𝐴𝑥 − 𝑏 2
𝑑برابرآنکمینهمقداروشودمیکمینه2 2

.است2



جواب نرم کمینه برای دستگاه فرامعین با رتبه کامل
(QRبا استفاده از تجزیه )

𝐴کنیدفرض:(مستطیلیماتریس)QRتجزیهقضیه ∈ ℝ𝑚×𝑛متعامدماتریسآنگاه.باشدکاملرتبهماتریسیک𝑄
∈ ℝ𝑚×𝑚مثلثیبالاماتریسو𝑅 ∈ ℝ𝑚×𝑛کهطوریبهدارندوجود

𝐴 = 𝑄𝑅, 𝑄 = 𝑄1, 𝑄2 , 𝑅 =
𝑅1
𝟎

𝑅1آن،درکه ∈ ℝ
𝑛×𝑛،𝑄1 ∈ ℝ

𝑚×𝑛و𝑄2 ∈ ℝ𝑚× 𝑚−𝑛.

𝐴ماتریس:تمرین =
1 2
2 3
3 4

𝑏بردارو =
3
5
9

:مفروضند

است؟ستونیکاملرتبهازماتریساینآیا:الف

𝐴تجزیه:ب = 𝑄𝑅کنیدمحاسبهرا.

𝐴𝑥دستگاهمربعاتکمترینجواب:ج = 𝑏تجزیهازاستفادهبارا𝐴 = 𝑄𝑅کنیدمحاسبه.



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

.استمنحنیبرازشمساله،مربعاتکمترینمسالهکاربردهایمهمترینازیکی

منحنیبهترینیافتندنبالبه،𝑥𝑛,𝑦𝑛و...،𝑥1,𝑦1،𝑥2,𝑦2زوج𝑛بودنمفروضبامنحنیبرازشدر

ازایبهکههستیم𝑃(𝑥)مثلتابعیدنبالبهیعنی،.هستیمها𝑥𝑖ازتابعیعنوانبههادادهاینکنندهبرازش

i=1,2,…,n،باقیماندهمقدار𝑟𝑖 = 𝑃 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖راخطیمربعاتکمترینمسالهحالت،ایندر.گرددکمینه

:نوشتزیرصورتبهمیتوان

min෍
𝑖=1

𝑛

𝑟𝑖
2



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

:بگیریدنظردرزیرجدولهایدادهمجموعه

𝑃منحنیبهترینضرایب:سوال 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎3𝑥

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازش3

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشmحداکثردرجهازایچندجملهبهترینضرایب:سوال

𝑃)نماییمنحنیبهترین:سوال 𝑥 = 𝑎𝑒𝑏𝑥)بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازش.

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n

:مفروضندزیرجدولهایدادهمجموعه:سوال

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشmحداکثردرجهازایچندجملهبهترینضرایب
𝑃𝑚 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥

1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥
𝑚

جدول فوق هایدادهکنندهبرازشmای از درجه حداکثر چندجملهبهترین محاسبه الگوریتم

:خطاتابعتعریف:1گام

𝐸 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚 =෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝑃𝑚 𝑥𝑖
2

=෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖

𝑚 2

:سازیکمینهمسالهتعریف:2گام

min𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚) =෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖

𝑚 2

سازیکمینهمسالهحل:3گام



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥

𝑚

𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚) = ෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖

𝑚 2

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚)

𝜕𝑎0
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖

𝑚 = 0

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚)

𝜕𝑎1
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2𝑥𝑖 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖

𝑚 = 0

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚)

𝜕𝑎𝑗
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2𝑥𝑖
𝑗 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖

1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖
𝑚 = 0

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚)

𝜕𝑎𝑚
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2𝑥𝑖
𝑚 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖

1 −⋯− 𝑎𝑚𝑥𝑖
𝑚 = 0

⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮

⟹

⟹

⟹

⟹

سازیکمینهمسالهحل



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

෍
𝑖=1

𝑛

𝑎0𝑥𝑖
0 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑎1𝑥𝑖
1 +⋯+෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑚𝑥𝑖
𝑚 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖𝑥𝑖
0

⋮

෍
𝑖=1

𝑛

𝑎0𝑥𝑖
1 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑎1𝑥𝑖
2 +⋯+෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑚𝑥𝑖
𝑚+1 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖𝑥𝑖
1

⋮

෍
𝑖=1

𝑛

𝑎0𝑥𝑖
𝑗 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑎1𝑥𝑖
𝑗+1 +⋯+෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑚𝑥𝑖
𝑚+1 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑗

෍
𝑖=1

𝑛

𝑎0𝑥𝑖
𝑚 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑎1𝑥𝑖
𝑚+1 +⋯+෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑚𝑥𝑖
2𝑚 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑚

:زیر حاصل می شودمعادلاتساده، دستگاه محاسباتیبا 

)*(

سازیکمینهمسالهحل



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑆0 𝑆1 ⋯ 𝑆𝑚
𝑆1
⋮
𝑆𝑚

𝑆2 ⋯ 𝑆𝑚+1

⋮ ⋱ ⋮
𝑆𝑚+1 ⋯ 𝑆2𝑚

𝑎0
𝑎1
⋮
𝑎𝑚

=

𝑏0
𝑏1
⋮
𝑏𝑚

𝑆𝑘تعریفبا ∶= σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

𝑘ازایبه𝑘 ∈ 0,1, … ,2𝑚،و𝑏𝑘 ∶= σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖𝑥𝑖

𝑘ازایبه𝑘
∈ 0,1, … ,𝑚،شودمیتبدیلزیرماتریسیشکلبه)*(معادلاتدستگاه:

:دادنمایشزیرنرمالمعادلاتدستگاهصورتبهتوانمیرافوقمعادلاتدستگاه

𝑉 =

1 𝑥1 ⋯ 𝑥1
𝑚

1
⋮
1

𝑥2 ⋯ 𝑥2
𝑚

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛

𝑚

𝑦 =

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

𝑏 =

𝑏0
𝑏1
⋮
𝑏𝑚

𝑎 =

𝑎0
𝑎1
⋮
𝑎𝑚

آندرکه

𝑉𝑇𝑉𝑎 = 𝑏 = 𝑉𝑇𝑦

سازیکمینهمسالهحل



:کنیدمحاسبهرازیرجدولهایدادهکنندهبرازشراستخطبهترینضرایب:مثال

Time, t (s) Velocity, v((m/s)

0 0

2 6

5 7.9

7 8.5

9 12

13 21.5

24 35

:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑚:(راهنمایی)حل = 1،𝑛 = 7

7 60
60 904

𝑎0
𝑎1

= 103
0.0906
1.3385

𝑉 =

1 0
1 2
1 5
1 7
1 9
1 13
1 24

𝑦 =

0
6
7.9
8.5
12.0
21.5
35.0

𝑉𝑇𝑉𝑎=𝑏=𝑉𝑇𝑦

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥

𝑎0 = 0.6831

𝑎1 = 1.4353



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n

:مفروضندزیرجدولهایدادهمجموعه:سوال

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشنماییمنحنیبهترینضرایب

𝑦 = 𝑎𝑒𝑏𝑥

𝑦رابطهطرفدوطبیعیلگاریتمفوق،جدولهایدادهکنندهبرازشنماییمنحنیبهترینمحاسبهبرای = 𝑎𝑒𝑏𝑥را
.کنیممیمحاسبه

ln 𝑦 = ln 𝑎 + 𝑏𝑥

ො𝑎با تغییر متغیر  ∶= ln 𝑎 وොy:= ln 𝑦مساله محاسبه مقادیر بهینه ،𝑎 و𝑏 با خطی مربعاتبه یک مساله کمترین
ොyبهینه برای خطضرایبیعنی باید .تبدیل می شود𝑏و ො𝑎پارامترهای = ො𝑎 + 𝑏𝑥را محاسبه نمود.



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

کنندهبرازشبهترین منحنی نمایی محاسبه الگوریتم

i=1,2,…,nازایبهln𝑦𝑖محاسبه:1گام

:سازیکمینهمسالهتعریف:2گام

min𝐸(ො𝑎, 𝑏) =෍
𝑖=1

𝑛

ො𝑦𝑖 − ො𝑎 − 𝑏𝑥𝑖
2

.𝑏وො𝑎محاسبهوسازیکمینهمسالهحل:3گام

:𝑎محاسبه:4گام

𝑎 = 𝑒 ො𝑎

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n

:مفروضندزیرجدولهایدادهمجموعه:سوال

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشنماییمنحنیبهترینضرایب

𝑦 = 𝑎𝑒𝑏𝑥



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n

:مفروضندزیرجدولهایدادهمجموعه:سوال

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشنماییمنحنیبهترینضرایب

𝑦 = 𝑎𝑒𝑏𝑥

1 1 ⋯ 1
𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛

1 𝑥1
1
⋮
1

𝑥2
⋮
𝑥𝑛

𝑏
ො𝑎
=

1 1 ⋯ 1
𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛

ln𝑦1
ln𝑦2
⋮

ln𝑦𝑛

𝑎 = 𝑒 ො𝑎



:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n

:مفروضندزیرجدولهایدادهمجموعه:سوال

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشنماییمنحنیبهترینضرایب

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎3𝑥

3



min𝐸(𝑎0, 𝑎1, 𝑎3) =෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 − 𝑎3𝑥𝑖

3 2

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, 𝑎3)

𝜕𝑎0
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 − 𝑎3𝑥𝑖

3 = 0

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, 𝑎3)

𝜕𝑎1
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2𝑥𝑖 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖
1 − 𝑎3𝑥𝑖

3 = 0

𝜕𝐸(𝑎0, 𝑎1, 𝑎3)

𝜕𝑎3
= 0 ෍

𝑖=1

𝑛

−2𝑥𝑖
3 𝑦𝑖 − 𝑎0 − 𝑎1𝑥𝑖

1 − 𝑎3𝑥𝑖
3 = 0

:خطیمربعاتمساله کمترین 
برازش منحنی

𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⋮ ⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ for  i=1,2,…,n

:مفروضندزیرجدولهایدادهمجموعه:سوال

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشنماییمنحنیبهترینضرایب

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎3𝑥

3



۵)ثانیه۱۲تا۵زمانیبازهازمختلفنقطهسهدرراراکتیکبالایبهروسرعتزیر،جدول:1تمرین ≤ 𝑡 ≤ ۱۲)
.دهدمینشان

Time, t (s) Velocity, v((m/s)

5 106.8

8 177.2

12 279.2

.بیابیدرافوقجدولهایدادهکنندهبرازشدوحداکثردرجهازایچندجملهبهترین

𝑣ایجملهچندبهترینضرایبباید:(راهنمایی)حل 𝑡 = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐بیابیمرا.

تمرین



𝑦شکلبهنماییمنحنیبهترین:2تمرین = 𝑎𝑒𝑏𝑥 + 𝑐کنیدمحاسبهرازیرجدولهایدادهکنندهبرازش:

Time, t (s) Velocity, v((m/s)

10 62.1

12.5 77.3

15 92.5

17.5 104

20 112.9

22.5 121.9

25 125

27.5 129.4

30 134

32.5 138.2

35 142.3

37.5 143.2

40 144.6

42.5 147.2

45 147.8

47.5 149.1

50 150.9

تمرین
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