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به نام او، به یاد او، برای او

یعلممحاسبات 

حل دستگاه معادلات خطی

با محورگیری جزئیLUروش تجزیه 



(مقدماتیماتریستبدیل گاوسی،)تبدیل مقدماتی 

تغییرراواحدماتریسهایستونازیکیازاصلیقطرزیرعناصرازیکیحداقلچهچنان:مقدماتیتبدیلتعریف
.نامند(گاوسیتبدیلیامقدماتیتبدیل)مقدماتیماتریسراحاصلواحدمثلثیپایینماتریسدهیم،
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:ام ماتریس واحد𝑘تبدیل مقدماتی حاصل از تغییر ستون
ام𝑘ستون

ام𝑘سطر



LUویرایش های مختلف روش تجزیه 

𝐴 = 𝐿𝑈

𝑃𝐴𝑄 = 𝐿𝑈

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈

بدون محورگیریLUروش تجزیه ➢

با محورگیری جزییLUروش تجزیه ➢

با محورگیری کلیLUروش تجزیه ➢



𝐴 =
0 2
4 3

کنیدمحاسبهرازیرازماتریسمحورگیریبدونLUتجزیهگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:1مثال

بدون محورگیریLUتجزیه 

𝐴 =
4 3
0 2

کنیدمحاسبهرازیرازماتریسمحورگیریبدونLUتجزیهگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:2مثال

𝐴 1 = 𝑀1𝐴
0 =

4 3
0 2

⟹𝐴 0 ∶=
4 3
0 2

⟹ 𝑀1 =
1 0
0 1

⟹

𝑈 =
4 3
0 2

𝐿 =
1 0
0 1

⟹ 𝐴 = 𝐿𝑈

4 3
0 2

=
0 1
1 0

0 2
4 3



𝐴 = 10−20 1
1 1

کنیدمحاسبهرازیرازماتریسمحورگیریبدونLUتجزیهگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:۳مثال

بدون محورگیریLUتجزیه 

𝐴 1 = 𝑀1𝐴
0 = 10−20 1

0 1 − 1020
≅ 10−20 1

0 −1020
⟹

𝐴 0 ∶= 10−20 1
1 1

⟹ 𝑀1 =
1 0

−1020 1

⟹

𝑈 ≔ 𝐴 1 = 10−20 1
0 −1020

𝐿 =
1 0

1020 1

⟹ 𝐿𝑈 = 10−20 1
1 0

≠ 𝐴

مشکل از کجاست؟

استممکنشناورممیزحسابدرامانمود،تجزیه𝐿𝑈صورتبهتوانمیرانامنفردماتریسهردقیق،حسابدر
،اولگامدرمحوریعنصربودنکوچکبسیارعلتبهموضوعاین.باشندهمراهخطابا𝑈و𝐿یتجزیههایعامل
𝑎11یعنی

(0)
= 𝑚11بزرگضربگرتولیدبهمنجرکوچکعدداین.دهدمیرخ،10−20

(1)
= اینوقتی.شودمی1020−

𝐴ماتریساز2,2درایهرسانیروزبهبرایبزرگعدد محاسبهدر۱کوچکعددحذفسببرودمیکاربه1
1 − .شودمی1020



𝐴 =
1 1

10−20 1

کنیدمحاسبهرازیرازماتریسمحورگیریبدونLUتجزیهگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:۳مثال

بدون محورگیریLUتجزیه 

𝐴 1 = 𝑀1𝐴
0 =

1 1
0 1 − 10−20

≈
1 1
0 1⟹

𝐴 0 ∶=
1 1

10−20 1
⟹ 𝑀1 =

1 0
−10−20 1

⟹

𝑈 ≔ 𝐴 1 =
1 1
0 1

𝐿 =
1 0

10−20 1

⟹ 𝐿𝑈 =
1 1

10−20 1
= 𝐴



ماتریس جایگشت

.مندناجایگشتماتریسرامیآیددستبهواحدماتریسسطرهایجابجاییازکهماتریسی:جایگشتماتریستعریف

P =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

𝑄 =
0 0 1
1 0 0
0 1 0

𝑅 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

P𝑥 =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

1
2
3

=
1
3
2



با محورگیری جزئیLUتجزیه 

𝑃Aجزئی،محورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝐿𝑈):نامنفردماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑃Aکهدارندوجودچنان𝑈بالامثلثیماتریسیکو𝐿واحدمثلثیپایینماتریسیک،𝑃جایگشتماتریسیکگاهآنشود،اعمال = 𝐿𝑈.

(:به صورت ساختاری)اثبات 

𝐴دهیدقرار:0گام 0 ≔ A،

:1گام

𝐴ماتریسازقطریزیرواولستوندرواقعهایدرایههمهبیندرقدرمطلقلحاظازعنصربزرگترین(الف .کنیدپیدارا0

𝑎𝑟1
0 = max 𝑎𝑖1

0 : 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

.ماتریس واحد بسازیدا مrرا از جابجاکردن سطرهای اول و 𝑃1ماتریس جایگشت ( ب

𝐴ماتریساولستوناز(۱،۱)مولفهزیرعناصرکهدهیدتشکیلچنانرا𝑀1مقدماتیماتریس(ج 1 ≔ 𝑀1𝑃1𝐴
شوندصفر0

𝐴 1 = 𝑀1𝑃1𝐴
0 =

∗ ∗
0 ∗

⋯ ∗
⋯ ∗

⋮ ⋮
0 ∗

⋱ ⋮
⋯ ∗



با محورگیری جزئیLUتجزیه 

:2گام

𝐴ماتریسازقطریزیرودومستوندرواقعهایدرایههمهبیندرقدرمطلقلحاظازعنصربزرگترین(الف .کنیدپیدارا1

𝑎𝑟2
1 = max 𝑎𝑖2

1 : 𝑖 = 2,3, … , 𝑛

.ماتریس واحد بسازیدا مrرا از جابجاکردن سطرهای دوم و 𝑃2ماتریس جایگشت ( ب

𝐴ماتریسدومستوناز(2،2)مولفهزیرعناصرکهدهیدتشکیلچنانرا𝑀2مقدماتیماتریس(ج 2 ≔ 𝑀2𝑃2𝐴
شوندصفر1

𝐴 2 = 𝑀2𝑃2𝐴
1 =

∗ ∗
∗

∗ ⋯ ∗
∗ ⋯ ∗
∗ ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
∗ ⋯ ∗

𝑃Aجزئی،محورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝐿𝑈):نامنفردماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑃Aکهدارندوجودچنان𝑈بالامثلثیماتریسیکو𝐿واحدمثلثیپایینماتریسیک،𝑃جایگشتماتریسیکگاهآنشود،اعمال = 𝐿𝑈.

(:به صورت ساختاری)اثبات 



با محورگیری جزئیLUتجزیه 

𝑃A،جزئیمحورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝐿𝑈):ماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر
𝐴نامنفرد ∈ ℝ𝑛×𝑛جایگشتماتریسیکگاهآنشود،اعمال𝑃،واحدمثلثیپایینماتریسیک𝐿ماتریسیکو

𝑃Aکهدارندوجودچنان𝑈بالامثلثی = 𝐿𝑈.

(:به صورت ساختاری)اثبات 

:kگام

𝐴ماتریسازقطریزیروا مkستوندرواقعهایدرایههمهبیندرقدرمطلقلحاظازعنصربزرگترین(الف 𝑘−1کنیدپیدارا.

𝑎𝑟𝑘
𝑘−1 = max 𝑎𝑖𝑘

𝑘−1 ∶ 𝑖 = 𝑘, 𝑘 + 1, , … , 𝑛

.ماتریس واحد بسازیدا مrو ا مkرا از جابجاکردن سطرهای 𝑃𝑘ماتریس جایگشت ( ب

𝐴ماتریسا مkستوناز(k،k)مولفهزیرعناصرکهدهیدتشکیلچنانرا𝑀𝑘مقدماتیماتریس(ج 𝑘 ≔ 𝑀𝑘𝑃𝑘𝐴
𝑘−1شوندصفر

𝐴 𝑘 = 𝑀𝑘𝑃𝑘𝐴
𝑘−1 =

∗ ∗ ∗
∗ ∗

⋯ ∗
⋯ ∗

⋱ ⋮ ⋮
∗ ⋯

∗
⋮
∗

⋯
⋱
⋯

∗
∗
⋮
∗



با محورگیری جزئیLUتجزیه 

𝑃Aجزئی،محورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝐿𝑈):ماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر
𝐴نامنفرد ∈ ℝ𝑛×𝑛جایگشتماتریسیکگاهآنشود،اعمال𝑃،واحدمثلثیپایینماتریسیک𝐿ماتریسیکو

𝑃Aکهدارندوجودچنان𝑈بالامثلثی = 𝐿𝑈.

(:به صورت ساختاری)اثبات 

:n-1گام

𝐴ماتریسازقطریزیروا مn-1ستوندرواقعهایدرایههمهبیندرقدرمطلقلحاظازعنصربزرگترین(الف 𝑛−2کنیدپیدارا.

𝑎𝑟,𝑛−1
𝑘−2 = max 𝑎𝑖,𝑛−1

𝑛−2 : 𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛

.بسازیدواحدماتریسا مrوا مn-1سطرهایجابجاکردنازرا𝑃𝑛−1جایگشتماتریس(ب

ماتریسامn-1ستوناز(n-1،n-1)مولفهزیرعناصرکهدهیدتشکیلچنانرا𝑀𝑛−1مقدماتیماتریس(ب

𝐴 n−1 = 𝑀n−1𝑃𝑛−1𝐴
n−2شوندصفر

𝐴 𝑛−1 = 𝑀𝑛−1𝑃𝑛−1𝐴
𝑛−2 =

∗ ∗
∗

∗ ⋯ ∗
∗ ⋯ ∗
∗ ⋯ ∗

⋱ ⋮
∗



با محورگیری جزئیLUتجزیه 

𝑃Aجزئی،محورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝐿𝑈):ماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر
𝐴نامنفرد ∈ ℝ𝑛×𝑛جایگشتماتریسیکگاهآنشود،اعمال𝑃،واحدمثلثیپایینماتریسیک𝐿ماتریسیکو

𝑃Aکهدارندوجودچنان𝑈بالامثلثی = 𝐿𝑈.

(:به صورت ساختاری)اثبات 

𝐴 𝑛−1 = 𝑀𝑛−1𝑃𝑛−1𝐴
𝑛−2 = 𝑀𝑛−1𝑃𝑛−1𝑀𝑛−2𝑃𝑛−2… 𝑀1𝑃1𝐴

𝐴 1 = 𝑀1𝑃1𝐴
0 = 𝑀1𝑃1𝐴

𝐴 2 = 𝑀2𝑃2𝐴
1 = 𝑀2𝑃2𝑀1𝑃1𝐴

𝐴 0 ∶= 𝐴

⋮

𝑈 ∶= 𝐴 n−1 = 𝑀𝑛−1𝑃𝑛−1𝑀𝑛−2𝑃𝑛−2… 𝑀1𝑃1 𝐴
𝑀

𝑈 = 𝑀𝐴

𝑀𝐴جزئی،محورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝑈):ماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر
𝐴نامنفرد ∈ ℝ𝑛×𝑛یافتهجایگشتمقدماتیماتریسیکگاهآنشود،اعمال𝑀بالامثلثیماتریسیکو𝑈وجودچنان

𝑀Aکهدارند = 𝑈.



با محورگیری جزئیLUتجزیه 

𝑃Aجزئی،محورگیریباLUتجزیه)قضیه = 𝐿𝑈):ماتریسرویموفقیتبا(جزئیمحورگیریبا)گاوسحذفیرونداگر
𝐴نامنفرد ∈ ℝ𝑛×𝑛جایگشتماتریسیکگاهآنشود،اعمال𝑃،واحدمثلثیپایینماتریسیک𝐿ماتریسیکو

𝑃Aکهدارندوجودچنان𝑈بالامثلثی = 𝐿𝑈.

(:به صورت ساختاری)اثبات 

𝑈 ∶= 𝐴 n−1 = 𝑀𝑛−1𝑃𝑛−1𝑀𝑛−2𝑃𝑛−2… 𝑀1𝑃1 𝐴
𝑀

𝑈 = 𝑀𝐴

قرار دهید

𝑃 ∶= 𝑃𝑛−1𝑃𝑛−2… . . 𝑃1

𝐿 ∶= 𝑃𝑀−1

:آن گاه

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈

:در  نتیجه



𝐴 0 = 𝐴
for k =1:n-1

find 𝑟𝑘 such that 𝑎𝑟𝑘,𝑘
𝑘−1

= 𝑚𝑎𝑥
𝑖=𝑘,𝑘+1,…,𝑛

𝑎𝑖,𝑘
𝑘−1

And save 𝑟𝑘.

if    𝑎𝑟𝑘,𝑘==0,  

STOP.  

𝑃 𝑘 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛)

Interchange the rows 𝑟𝑘 and k of 𝑃 𝑘 :      𝑝𝑟𝑘,𝑗
𝑘

⇆ 𝑝𝑘,𝑗
𝑘

𝑗 = 𝑘, 𝑘 + 1,… , 𝑛

𝑀 𝑘 = 𝑒𝑦𝑒 𝑛, 𝑛

𝑇 𝑘 ∶= 𝑃 𝑘 𝐴 𝑘−1

for i =k+1:n

𝑚𝑖𝑘
𝑘
= −

𝑡𝑖𝑘
𝑘

𝑡𝑘𝑘
𝑘

𝐴 𝑘 ∶= 𝑀 𝑘 𝑃 𝑘 𝐴 𝑘−1

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
𝑈 ∶= 𝐴 𝑛−1

𝑀 ∶= 𝑀𝑛−1𝑃𝑛−1𝑀𝑛−2𝑃𝑛−2… 𝑀1𝑃1
𝑃 ∶= 𝑃𝑛−1𝑃𝑛−2… . . 𝑃1
𝐿 ∶= 𝑃𝑀−1

جزئیمحورگیریباLUتجزیهکدشبه

𝑀𝐴 = 𝑈

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈

با محورگیری جزئیLUتجزیه 



n=3   ➔ k=1,2

𝐴 = −
2 6 −2
4 4 2
1 2 3

𝐴 1 = 𝑀1𝑃1𝐴
0 =

−4 4 2
0 8 −1

0 3
7

2

k=1

𝐴(0) = −
2 6 −2
4 4 2
1 2 3

⟹

𝑃1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⟹

𝑀1 =

1 0 0

−
2

−4
1 0

−
1

−4
0 1

با محورگیری جزئیLUتجزیه 

⟹
𝐴 0 ∶= −

2 6 −2

4 4 2

1 2 3

𝑟1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑖1
0 : 𝑖 = 1,2,3 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 2,4,1 = 2

⟹ 𝑃1𝐴
(0) =

−4 4 2
2 6 −2
1 2 3

⟹

⟹

𝑀𝐴صورتبهراماتریسگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:مثال = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈کنیدتجزیه



𝐴 2 = 𝑀2𝑃2𝐴
1 =

−4 4 2
0 8 −1

0 0
31

8

k=2

𝐴(1) =

−4 4 2
0 8 −1

0 3
7

2

⟹

𝑃2 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⟹

𝑀2 =

1 0 0
0 1 0

0 −
3

8
1

با محورگیری جزئیLUتجزیه 

𝑟2 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑖2
1 : 𝑖 = 2,3 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 8,3 = 2

⟹ 𝑃2𝐴
(1) =

−4 4 2
0 8 −1

0 3
7

2

⟹

⟹

𝐴 = −
2 6 −2

4 4 2

1 2 3

𝑀𝐴صورتبهراماتریسگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:مثال = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈کنیدتجزیه



𝐴(1) =

−4 4 2
0 8 −1

0 3
7

2

𝑃2 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑀2 =

1 0 0
0 1 0

0 −
3

8
1

با محورگیری جزئیLUتجزیه 

⟹
𝑈 ∶= 𝐴 2

𝑀 ∶= 𝑀2𝑃2 𝑀1𝑃1

𝑀 ∶= 𝑀2𝑃2 𝑀1𝑃1 =

0 1 0

1
1

2
0

−
3

8

1

16
1

𝑃1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

𝑀1 =

1 0 0

−
2

−4
1 0

−
1

−4
0 1

𝐴 0 ∶= −
2 6 −2

4 4 2

1 2 3

𝐴 = −
2 6 −2

4 4 2

1 2 3

𝑈 ∶= 𝐴 2 =

−4 4 2
0 8 −1

0 0
31

8
⟹

𝑀𝐴صورتبهراماتریسگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:مثال = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈کنیدتجزیه

𝑀𝐴 = 𝑈



𝐴(1) =

−4 4 2
0 8 −1

0 3
7

2

𝑃2 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑀2 =

1 0 0
0 1 0

0 −
3

8
1

با محورگیری جزئیLUتجزیه 

⟹
𝑃 ∶= 𝑃2𝑃1
𝐿 ∶= 𝑃𝑀−1

𝐿 =

1 0 0

−
1

2
1 0

−
1

4

3

8
1

𝑃1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

𝑀1 =

1 0 0

−
2

−4
1 0

−
1

−4
0 1

𝐴 0 ∶= −
2 6 −2

4 4 2

1 2 3

𝐴 = −
2 6 −2

4 4 2

1 2 3

𝑃 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⟹

𝑀𝐴صورتبهراماتریسگاوس،حذفیروشازاستفادهبا:مثال = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈کنیدتجزیه

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈

𝑈 ∶= 𝐴 2 =

−4 4 2
0 8 −1

0 0
31

8



MA=Uبا استفاده از تجزیه Ax=bحل دستگاه معادلات خطی

MA=Uبا استفاده از تجزیه Ax=bالگوریتم حل دستگاه معادلات خطی

MA=Uتجزیهمحاسبه:1گام

′𝑏محاسبه:2گام = 𝑀𝑏

𝑈𝑥مثلثیبالادستگاهحل:۳گام = 𝑏′پسروجایگذاریروشازاستفادهبا

𝑥𝑛 =
𝑏𝑛
′

𝑢𝑛𝑛

𝑥𝑖 =
𝑏𝑖
′ − σ𝑗=𝑖+1

𝑛 𝑢𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑢𝑖𝑖
, for 𝑖 = 𝑛 − 1, . . . , 1

MA=U MAx=Mb=Ux
𝐴𝑥=𝑏 𝑏′∶=𝑀𝑏

Ux= 𝑏′



A=LUبا استفاده از تجزیه Ax=bحل دستگاه معادلات خطی

2𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 6
−4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 = 2
1𝑥1 + 2𝑥2+3𝑥3 = 6

.کنیدحلضرائبماتریسازMA=Uتجزیهازاستفادهبارامقابلدستگاه:مثال

:MA=Uتجزیهمحاسبه:۱گام

𝐴 =
2 6 −2
−4 4 2
1 2 3

0 1 0

1
1

2
0

−
3

8

1

16
1

2 6 −2
−4 4 2
1 2 3

=

−4 4 2
0 8 −1

0 0
31

8

𝑀𝐴=𝑈

′𝑏محاسبه:2گام = 𝑀𝑏

𝑏′ ∶= 𝑀𝑏 =

0 1 0

1
1

2
0

−
3

8

1

16
1

6
2
6

=

2
7
31

4

𝑈𝑥مثلثیبالادستگاهحل:۳گام = 𝑏′پسروجایگذاریروشازاستفادهبا

−4 4 2

0 8 −1

0 0
31

8

𝑥1
𝑥2
𝑥3

=

8
10
31

8

𝑥3 =
𝑦3
𝑢33

𝑥𝑖 =
𝑦𝑖−σ𝑗=𝑖+1

3 𝑢𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑢𝑖𝑖
, for 𝑖 =2,1 

𝑥3 =1

𝑥2 =1

𝑥1 = 1



PA=LUبا استفاده از تجزیه Ax=bحل دستگاه معادلات خطی

MA=Uبا استفاده از تجزیه Ax=bالگوریتم حل دستگاه معادلات خطی

PA=LUتجزیهمحاسبه:1گام

′𝑏محاسبه:2گام = 𝑃𝑏

𝐿𝑦مثلثیپاییندستگاهحل:۳گام = 𝑏′پیشروجایگذاریروشازاستفادهبا

𝑈𝑥مثلثیبالادستگاهحل:4گام = 𝑦پسروجایگذاریروشازاستفادهبا
𝑥𝑛 =

𝑦𝑛
𝑢𝑛𝑛

𝑥𝑖 =
𝑦𝑖 − σ𝑗=𝑖+1

𝑛 𝑢𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑢𝑖𝑖
, for 𝑖 = 𝑛 − 1, . . . , 1

PA=LU PAx = Pb=LUx
𝐴𝑥=𝑏 𝑏′≔𝑃𝑏

LUx= 𝑏′
𝑦∶=𝑈𝑥

Ly= 𝑏′

𝑦1 =
𝑏1
′

𝑙11

𝑦𝑖 =
𝑏𝑖
′−σ𝑗=1

𝑖−1 𝑙𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑙𝑖𝑖
, for 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛



2𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 6
−4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 = 2
1𝑥1 + 2𝑥2+3𝑥3 = 6

.کنیدحلضرائبماتریسازPA=LUتجزیهازاستفادهبارامقابلدستگاه:تمرین

PA=LUبا استفاده از تجزیه Ax=bحل دستگاه معادلات خطی



با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 

𝑔برابر𝑀𝑛−1و...،𝑀1،𝑀2مقدماتیتبدیل هایذخیره سازیبراینیازموردحافظهمیزان-۳ 𝑛 − 1 𝑛2واحد
.استماتریسهرازداریهیکذخیره سازیبراینیازموردحافظهمیزاندهندهنشان𝑔آن،درکهاست،

:کرداشارهزیرنکاتبهمی توانجزئی،محورگیریباLUتجزیهالگوریتمگام   هایبهنگاهیبا

مصرفسیستمازرازیادیحافظهمیزانکهدارندوجود𝐴(𝑛−1)و...،𝐴(1)،𝐴(2)هایماتریسدرصفردرایهزیادیتعداد-۷
.می کنند

درایه هایذخیره سازیصرفزیادیحافظه،𝑀𝑛−1،و...،𝑀1،𝑀2مقدماتیتبدیل هایبودنواحدمثلثیپایینبهتوجهبا-۴
.می شودصفر

.صفرندبرابر𝐴(𝑘)ماتریس امkتااولستون هایازاصلیقطرزیردرواقعهایدرایههمه ام،kگاماتمامازبعد-۶

آن،درکه.استواحد𝑔𝑛3برابر𝐴(𝑛−1)و...،𝐴(0)،𝐴(1)ماتریس هایذخیره سازیبراینیازموردحافظهمیزان-۵
𝑔استماتریسهرازداریهیکذخیره سازیبراینیازموردحافظهمیزان.

𝑔برابر𝑃𝑛−1و...،𝑃1،𝑃2جایگشتماتریس هایذخیره سازیبراینیازموردحافظهمیزان-۱ 𝑛 − 1 𝑛2واحد
.استماتریسهرازداریهیکذخیره سازیبراینیازموردحافظهمیزاندهندهنشان𝑔آن،درکهاست،

مصرفسیستمازرازیادیحافظهمیزانکهدارندوجود𝑃𝑛−1و...،𝑃1،𝑃2جایگشتماتریس هایدرصفردرایهزیادیتعداد-2
.می کنند



درصرفجوییبرای.می دهداختصاصخودبهسیستمازرازیادیحافظهجزئی،محورگیریباLUتجزیهپیاده سازی

انجام𝐴اولیهماتریسرویرامحاسباتهمه،𝐴(𝑛−1)و...،𝐴(0)،𝐴(1)ماتریس هایتشکیلجایبهمی توانحافظه،

به.نمودذخیرهآنرویضمنیصورتبهراUوLهایماتریسو𝑀𝑛−1و...،𝑀1،𝑀2مقدماتیتبدیل هایوداد

𝜏برداراز امnتاا مk+1داریه هایالگوریتم،از امkدرگاممی توانمنظوراین 𝑘رویبرواقعصفرهایجایبهرا

ماتریسدرایه هایکلذخیره سازیجایبههمچنین،.نمودذخیره𝐴ماتریس امkستوناز امnتا امk+1داریه های

دررا،𝑟𝑘یعنی ام،kسطرباشوندهجابجاسطرشماره،Rowعضویn-1آرایهیکتعریفبامی توان،𝑃𝑘جایگشت

.نمودذخیرهآن امkاندیس

for k =1:n-1

𝑟𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑖𝑘 , 𝑖 = 𝑘, 𝑘 + 1,… , 𝑛

Row(k)= 𝑟𝑘
𝑎𝑟𝑘,𝑗 ⇄ 𝑎𝑘,𝑗 j=k, k+1,...,n

for i =k+1:n

𝑎𝑖𝑘 ∶= 𝜏𝑖
(𝑘)

= 𝑚𝑖𝑘

(𝑘)
= −

𝑎𝑖𝑘

𝑎𝑘𝑘

for j = k+1:n
𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗

اقتصادیذخیره سازیباجزئیمحورگیریباLUتجزیهکدشبه

با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 



قسمت،Aنهاییماتریسبالامثلثیعناصراقتصادی،ذخیره سازیباجزئیمحورگیریباLUتجزیهالگوریتماتمامازپس
.می دهندتشکیلراU(بالامثلثی)ماتریسبالامثلثی

.ساختواحدماتریساز امRow(k)و امkسطرهایباجابجاییمی توانرا𝑃𝑘جایگشتماتریس

.ساختAنهاییماتریسازا مkستونازاصلیقطرزیرعناصربراساسمی توانرا𝑀𝑘مقدماتیتبدیل  

.نمودمحاسبهآن هاتعریفبراساستوانمیرا𝐿و𝑃ماتریس هایمقدماتی،وجایگشتهایماتریسمحاسبهازپس

با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 



با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 
بهرامقابلدستگاهضرائبماتریساقتصادی،ذخیره سازیباجزئیمحورگیریباگاوسحذفیروشازاستفادهبا:مثال

𝑀𝐴صورت = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈کنیدتجزیه.

n=3 ➔ k=1,2

k=1

𝐴 =
2 6 −2
−4 4 2
1 2 3

⟹ 𝐴 =

−4 4 2
1

2
6 −2

1

4
2 3

𝑎𝑖𝑗=𝑎𝑖𝑗+ 𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗
𝑖,𝑗=𝑘+1:𝑛

𝑎22 = 𝑎22 + 𝑎21𝑎12 = 6 +
1

2
4 = 8

𝑎23 = 𝑎23 + 𝑎21𝑎13 = −2 +
1

2
2 = −1

𝑎32 = 𝑎32 + 𝑎31𝑎12 = 2 +
1

4
4 = 3

𝑎33 = 𝑎33 + 𝑎31𝑎13 = 3 +
1

4
2 =

7

2

⟹ 𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
3

7

2

𝑎𝑖1=−
𝑎𝑖1
𝑎11

𝑖=2:3
𝑎21 = −

𝑎21
𝑎11

= −
2

−4
=
1

2

𝑎31 = −
𝑎31
𝑎11

= −
1

−4
=
1

2

2𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 6
−4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 = 2
1𝑥1 + 2𝑥2+3𝑥3 = 6

1 2

Row =  𝑟1 𝑟2

𝑟1=𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑖1 , 𝑖=1,2,3 =2

1 2
Row= 2

𝐴 =
−4 4 2
2 6 −2
1 2 3



با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 
بهرامقابلدستگاهضرائبماتریساقتصادی،ذخیره سازیباجزئیمحورگیریباگاوسحذفیروشازاستفادهبا:مثال

𝑀𝐴صورت = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈کنیدتجزیه.

n=3 ➔ k=1,2

k=2

𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
3

7

2

⟹ 𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
−
3

8

7

2
𝑎𝑖𝑗=𝑎𝑖𝑗+ 𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗
𝑖,𝑗=𝑘+1:𝑛

𝑎33 = 𝑎33 + 𝑎32𝑎23 =
7

2
+ −

3

8
(−1) =

31

8

⟹ 𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
−
3

8

31

8

𝑎𝑖2=−
𝑎𝑖2
𝑎22

𝑖=3
𝑎33 = −

𝑎32

𝑎22
= −

3

8

2𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 6
−4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 = 2
1𝑥1 + 2𝑥2+3𝑥3 = 6

1 2

Row =  2 𝑟2

𝑟2=𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑖2 , 𝑖=2,3 =2

1 2
Row= 2 2

𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
3

7

2

1 2
Row= 2 2



⟹

با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 
بهرامقابلدستگاهضرائبماتریساقتصادی،ذخیره سازیباجزئیمحورگیریباگاوسحذفیروشازاستفادهبا:مثال

𝑀𝐴صورت = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈2.کنیدتجزیه𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 6
−4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 = 2
1𝑥1 + 2𝑥2+3𝑥3 = 6

𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
−
3

8

31

8

1 2
Row= 2 2

⟹ 𝑈 =

−4 4 2
0 8 −1

0 0
31

8

⟹
𝑃2 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑃1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

𝑀2 =

1 0 0
0 1 0

0 −
3

8
1

𝑀1 =

1 0 0

+
1

2
1 0

+
1

4
0 1

𝑀 ∶= 𝑀2𝑃2 𝑀1𝑃1 =

0 1 0

1
1

2
0

−
3

8

1

16
1

⟹

𝑀𝐴 = 𝑈𝐴 =
2 6 −2
−4 4 2
1 2 3

⟹

.در این فرمول، همان ماتریس ضرائب دستگاه بالا می باشد𝐴: تذکر مهم



با محورگیری جزئی با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 
بهرامقابلدستگاهضرائبماتریساقتصادی،ذخیره سازیباجزئیمحورگیریباگاوسحذفیروشازاستفادهبا:مثال

𝑀𝐴صورت = 𝑈و𝑃𝐴 = 𝐿𝑈2.کنیدتجزیه𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 6
−4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 = 2
1𝑥1 + 2𝑥2+3𝑥3 = 6

𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
−
3

8

31

8

1 2
Row= 2 2

⟹ 𝑈 =

−4 4 2
0 8 −1

0 0
31

8

⟹ 𝑃2 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑃1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

𝑀2 =

1 0 0
0 1 0

0 −
3

8
1

𝑀1 =

1 0 0

+
1

2
1 0

+
1

4
0 1

𝑀 =

0 1 0

1
1

2
0

−
3

8

1

16
1

⟹

𝐴 =
2 6 −2
−4 4 2
1 2 3

⟹ 𝐿 ∶= 𝑃𝑀−1 =

0 1 0

−
1

2
1 0

−
1

4

3

8
1

𝑃 ∶= 𝑃2𝑃1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⟹ 𝑃𝐴 = 𝐿𝑈

⟹

⟹

.در این فرمول، همان ماتریس ضرائب دستگاه بالا می باشد𝐴: تذکر مهم



بدون محورگیری با ذخیره سازی اقتصادیLUتجزیه 
دستبهماتریسیکرویاقتصادیسازیذخیرهباجزئیمحورگیریباLUتجزیهروشاعمالاززیربرداروماتریس:تمرین

نماییدمشخصراUوM،Lهایماتریسو،𝑀2و𝑀1مقدماتیتبدیل های،𝑃2و𝑃1جایگشتایهماتریس است،آمده

𝐴 =

−4 4 2
1

2
8 −1

1

4
−
3

8

31

8

1 2
Row= 2 2
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